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BEVEZETÉS
A stacionárius és kvázistacionárius elektromágneses teret le­
iró Maxwell egyenletek megoldása zárt alakban csak igen speci­
ális feltételek mellett sikerül. Általában ki kell kötnünk, 
hogy a vizsgált tartomány határvonala geometriailag egysze­
rű alakzat, e határon a térjellemzők változása matematikailag 
egyszerűen irható le, és a tartomány belsejében, vagy résztar­
tományonként az anyagjellemzők /vezetőképesség, perméabilités/ 
állandók. Mivel ezek a feltételek a gyakorlatban korántsem 
teljesülnek, a zárt alakú megoldásokról legtöbbször le kell 
mondani, illetve ezek a valóságnak csak sok egyszerüsitést 
tartalmazó közelítését adják.
Még inkább igy áll a helyzet, ha a vizsgált anyagban az elek­
tromágneses jelenségekkel együtt másfajta fizikai jelenségek 
is lejátszódnak, amelyek azonban valamilyen utón visszahatnak 
az elektromágneses jelenségekre. Ez az eset áll fenn pl. akkor, 
amikor a térben folyó áramok jelentősen növelik az anyag hő­
mérsékletét, miáltal annak minden fizikai paramétere megvál­
tozik. A hőfejlődés mértéke a kialakuló áramoktól függ, az 
áramok viszont a hőfejlődés mértékétől függően megváltozó 
anyagjellemzőktől. így tehát a két jelenség-csoport anyag- 
jellemzőkön keresztül megvalósuló kölcsönös egymásra hatásá­
ban alakul ki az elektromágneses és hőmérsékleti tér, amelyet 
most már nemlineáris, inhomogén, másodrendű, parciális diffe­
renciálegyenletek rendszere ir le. Ezek zárt, analitikus meg­
oldása még egyszerűbb peremfeltételek és anyagjellemező függ­
vények esetén is reménytelen. A térszámitási problémák között 
viszont sok olyan létezik, amelyeknél valóban jelentős hőmér­
séklet-emelkedés jön létre, esetleg épp ez a cél, mint pl. 
az indukciós hevítésnél, vagy a zónás olvasztásnál.
Nemlineáris problémák megoldására már régebben kidolgoztak 
olyan matematikai módszereket, amelyek a zárt analitikus meg­
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oldást lehetővé tevő feltételeknél jóval általánosabb feltéte­
lek mellett alkalmazhatók. Ezek a módszerek viszont nagy meny- 
nyiségü számolási munkát igényelnek, ezért kiterjedt alkalmazá­
suk a nagy sebességű elektronikus számitógépek megjelenésével 
vált időszerűvé. Másrészt a gépi számitástechnika uj problémá­
kat vetett fel, sok esetben a már meglévő módszerek megváltozá­
sához, tökéletesedéséhez és általában e számítástechnika sajá­
tos szempontjaihoz való alkalmazkodáshoz vezetett. Mindezek­
ben nagy szerepet játszik a numerikus analizis utóbbi években 
végbement fejlődése.
A térszámitásoknál előforduló matematikai problémák számitógé­
pes megoldása szempontjából szóbajövő eljárásokat alapvetően 
két csoportra oszthatjuk:
- nem zárt alakú analitikus módszerek, és
- diszkrét módszerek
Az analitikus módszerek esetében - ide tartoznak a sorfejtések, 
integrálreprezentációk - a megoldást jelentő függvényt analiti­
kus függvényekkel kifejezve kapjuk meg.
A diszkrét módszerek - a véges differencia módszer, a variáció- 
számitási módszerek - a megoldást a tér kijelölt diszkrét pont­
jaiban numerikus eredmény formájában szolgáltatják. Ebből kö­
vetkezik, hogy ez utóbbi esetben, bár a numerikus eredményt 
megkapjuk, általánosabb következtetések levonása többnyire nem 
lehetséges. Analitikus tárgyalásnál általában áttekinthető a 
paraméterek változásának hatása, az eredmények pedig felhasz­
nálhatók hasonló feladatok tárgyalására, egyszerüsitési lehető­
ségekre utalhatnak. Mindezek következtében a problémakör mélyebb 
ismeretére vezetnek, mig a diszkrét módszerek csak a konkrét 
problémát oldják meg. Ehhez járul még, hogy diszkrét módsze­
rek esetében a hibabecslés, konvergencia és a megoldás stabili­
tásának kérdései nemlineáris esetben még nem tisztázottak 
kellőképpen, analitikus módszereknél pedig a megoldás pontossá­
ga általában tetszőleges és előre megadható.
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Mindezek mellett van egy szempont, amely a diszkrét módszere­
ket, és ezen belül különösen a véges differenciaegyenlet 
módszerét előtérbe helyezi. Nevezetesen az, hogy mig analiti­
kus módszerek speciális feladattipusokra adhatók, a véges 
differenciaegyenletek módszerével csaknem valamennyi probléma 
tárgyalható, illetve csak technikai feltételek /idő, memóriaka­
pacitás/ korlátozzák a megoldható problémák körét.
Általában tehát maga a probléma dönt, hogy melyik módszert cél­
szerű alkalmazni. De az alapvető módszereken belül is több el­
járást lehet használni. A véges differenciaegyenleteket példá­
ul meg lehet oldani szimultán módon, iterációval, Monte-Carlo 
módszerrel. Ezen eljárások tekintetében igen sokszor külső kö­
rülmények döntenek /pl. hányszor kell hasonló problémát megolda 
ni és milyen változtatásokkal/.
Az emlitett numerikus módszerek alkalmazása elvileg ugyan egy­
szerű, a bonyolultabb fizikai problémák megoldásánál mégis 
olyan kérdések merülnek fel, amelyekre pontos feleletet adni 
sokszor nem tudunk. Ezért a numerikus analizis eredményeinek 
ismerete mellett sok ötletre és fantáziára van szükség a gya­
korlatban előforduló feladatok megoldásánál /pl. a rácsháló 
felvételének módja, konvergenciagyorsitás, hibák megbecslése 
és általában az iterációs folyamat megtervezése tekintetében/.
Jelen disszertáció általános részében összefoglaljuk a kvázis- 
tacionárius elektromágneses teret nagyhőmérsékletü anyagban le­
iró differenciálegyenleteket és peremfeltételeiket, majd a fi­
gyelmet az ezen egyenletek számítógépi megoldásánál leginkább 
szóbaj ovo módszerre, a differenciaegyenletek módszerére irá­
nyítjuk. Itt sorra jönnek a speciális kérdések, amelyeket az 
adott fizikai problémakör vet föl a módszer alkalmazásánál. 
Ezekre részben a meglévő elmélet kiterjesztése, részben az 
elvégzett számítások közben szerzett tapasztalatok alapján 
igyekeztünk választ kapni. A speciális rész egy, a félvezető­
technológiában felmerülő térszámitási probléma megoldását ismer
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teti; a mikrokristályos szilicium rúd indukációs hevitése köz­
ben kialakuló elektromágneses és hőmérsékleti tér meghatározá­
sát. Itt kerül tárgyalásra néhány eljárás is, amely az adott 





1. Kvázistacionárius elektromágneses tér
a./ Maxvell egyenletek inhomogén nemlineáris közegben;
Térben eloszló váltakozó áramok elektromágneses teré­
nek számítására a kvázistacionárius esetre érvénYes 
Maxwell egyenletek szolgálnak. Ezek az általános
Maxwell egyenletekből az eltolási áram és a tértöl- 
téssürüség elhagyásával nyerhetők:








A térjellemzők között fennállnak még a közeg tulaj­
donságait figyelembe vevő В = /лH, J = ^  E egyenle­
tek, ahol általános esetben а /I , f  anyagjellemzők 
a helytől és a térjellemzőktől függenek. Mivel 
div В = Ojaz elektromos és a mágneses térjellemzők 
kiszámítása visszavezethető a
B = rot A /4/
egyenlettel bevezetett vektorpotenciái számítására. 
Ezzel a /2/ Maxwell egyenlet igy alakul:
rot E = - ■ rot T
3t
Mivel tetszés szerinti f /7/ skalártérre : 
ro t grad ^ ( r ) = 0 
/5/-ből a következőt kapjuk;
3j[
Bt grad^( r )






J0 = - T  srad f
A /4/, /6/, /7/ egyenletek megadják a térjellemzők 
kiszámítását, ha az A vektorpotenciái már ismert.
Vezessük be az /1/ Maxwell egyenletbe is az A vek­
torpotenciáit. A mágneses térerősséget a vektorpoten­
ciállal kifejezve, a J áramsürüséget pedig /7/-bői 
helyettesítve, a
r°t ( д ,  r o t  ~ ) = “ T “ T  grad f /8/
egyenlethez jutunk, amely az X vektorpotenciái megha­
tározására szolgál. előre tetszés szerint megad­
ható skalártér./
A /8/ egyenlet teljes általánosságban Írja le a kvá- 
zistacionárius elektromágneses terek viselkedését; 
benne az anyagjellemzők változására semmiféle kikö­
tés sincs. és ^ változhat térben, vagy időben, 
függhet maguktól a térjellemzőktől vagy egyébb fi­
zikai mennyiségektől. Mindezen tulajdonságai alapján 
a továbbiak számára kiindulási egyenletként szolgál.
Sok esetben a vizsgált tér egyes résztartományai vagy 
a jelenségek időbeli lefolyása speciális tulajdon­
ságokat mutatnak. Ez esetben a /8/ egyenlet is egy­
szerűbb alakot ölt.
A gyakorlatban leginkább előforduló esetek a követ­
kezők:
Nem vezető résztartományban : = 0
.Szinuszus időbeli változás esetén: —  = joo9 1
rot^i rot A /9/
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rot rot A^ = - jco^A -ffgradvj) /10/
ahol A komplex térvektor
Térben állandó permeabilitásu résztartománybans 
}x = állandó
rot rot A = - jco/iff ” - yU^gradvp /11/
Ezt az egyenletet a
rot rot Ä = grad div A - Д А  /12/
vektoranalitikai összefüggés segítségével egysze­
rűbben is Írhatjuk. Válasszuk az A vektor divergen­
ciáját nullának;
igy /ll/-ből /12/ felhasználásával:
A Â  = jcoAffl + Affgradf /13/
Itt azonban vp már nem tetszőleges. Vegyük ugyanis 
/7/ mindkét oldalának divergenciáját:
div J = - ff (div A ) -ffdiv grad^ /14/
Mivel azonban kvázistacionárius esetben az áramsü- 
rüség forrásmentes /div J = 0/, valamint az előbbiek 
szerint div A = 0,
div grad ^  = AV|? = 0, /15/
tehát ^ -nek ki kell elégítenie a Laplace egyenle­
tet.
Numerikus számításokban célszerű lehet a /8/ alap­
egyenlet integrális alakjából kiindulni. Ehhez úgy 
jutunk, hogy vesszük az egyenlet mindkét oldalának 
felület menti integrálját, majd a bal oldalon a fe­
lületi integrált vonalintegrállá alakítjuk a Stokes 
tétel segítségével:
Ф T; rot A dl = - / T  —  -A■ dP - S T grad $ dP 




Az alapvető /8/, illetve /16/ egyenletek megoldásához 
ismernünk kell az X vektorpotenciái változását a vizs­
gált térrész határán. Mivel azonban a vektorpotenci­
ái nem szemléletes jelentéssel bird fizikai mennyi­
ség, csak az indukció, a térerősség, esetleg az áram- 
sürüség kerületmenti változásából következtethetünk 
X -ra. Ez is meglehetősen nehéz feladat, mert a tér­
eloszlás legalább is kvalitatív ismeretét tételezi 
fel.
Bizonyos esetekben járható ut, hogy a vizsgált tar­
tomány határát a végtelenig terjesztjük ki, ahol a 
térjellemzők természetesen zérus értéket vesznek fel. 
Ezután felveszünk egy zárt belső határt és a külső; 
végtelenbe nyúló teret alkalmas transzformáció se­
gítségével a belső térbe transzformáljuk. A felvett
határ az egész vizsgált tér szempontjából belső ha­
tár, igy itt a térjellemzők változása folytonos, 
vagy az ismert töréstörvényeket követi.
Ha a végtelen teret a végesbe átvivő transzformáci­
ót az adott feladatnál nem sikerül megtalálni és a 
probléma az örvényáramok elhanyagolásával megoldha­
tó, alkalmazhatjuk a következő módszert. Olyan tá­
vol vesszük fel a határt, ahol az örvényáramok ha­
tása már elhanyagolható. Itt meghatározzuk a tér­
jellemzők eloszlását a stacionárius esetre, és ezt 
tekintjük a kvázistacionárius eset peremfeltételé­
nek.
Nagymértékben egyszerűsödik a helyzet, ha a véges 
tartományt úgy vehetjük fel, hogy határán ismerjük 
valamelyik térjellemző változását. Ez az eset áll 
fenn, amikor pl. igen nagy permeabilitásu anyag ha­
tárolja a teret, vagy amikor a szimmetria-feltételek
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Írják elő a térjellemzők viselkedését.
A térjellemzők kerületmenti változásának ismeretében 
a /8/, ill. /16/ egyenletek megoldásához meg kell 
határoznunk a vektorpotenciál eloszlását a peremen. 
Erre szolgálnak elvileg a /4/, /6/, /7/ egyenletek.
A /4/ egyenletre tekintve azonban láthatjuk, hogy a 
!b indukció egyszerű változása, vagy még állandó vol­
ta is bonyolult összefüggést ad a vektorpotenciál 
komponensei között. Ennél egyszerűbb a /6/ és /7/
összefüggés I és Ë valamint J között, ezért jelen 
problémakörnél előnyös, ha a villamos térerősség 
vagy az áramsürüség kerületmenti változását adhat­
juk meg. A sokszor előforduló kétdimenziós térelosz­
lás esetében az indukcióeloszlásból is könnyen kö­
vetkeztethetünk a vektorpotenciái eloszlásra, mert 
bizonyítható m :  , hogy ekkor az állandó vektorpo- 
tenciálu vonalak egyúttal indukcióvonalak is.
c./ Integrális mennyiségek
A társzámitás eredményeként a /8/, illetve /16/ 
egyenletekkel és a peremfeltételek által meghatáro­
zott vektorpotenciáit nyerjük. Mérnöki számításokban 
azonban többnyire integrális mennyiségekre van szük­
ségünk mint pl. a fluxus, áram, feszültség, energia, 
stb. A meghatározásukra szolgáló összefüggésekben a 
villamos és mágneses térjellemzők szerepelnek, de a 
/4/, /6/, /7/ kifejezések segítségével közvetlenül 
a vektorpotenciálból számíthatjuk ezen integrális 
mennyiségeket. A következőkben megadjuk a vektorpo­
tenciállal kifejezett alakokat.
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P felületen átfolyó áram:





1 = 5  - grad vf dP
F
A és В pont közötti potenciálkülönbség:
UAB = í Édt - í(- | 4- - sradf) de = J - ae +A A 4 ° A O t
p felület fluxusa:
ф = j BdP = J rot ÄdP = $ Ad£ 
p p l
ahol az l görbe az P felület határvonala
E zárt görbe által körülfogott gerjesztés*
/18/
/19/
0 = ф  Hdfcd = ф ~  rot Ad* /20/
V térfogat mágneses energiája:
wm = § î 7.TdV + I ^(Xxïï)dP =
V
Э 1= I  í Î  '2ferad f ) dv + I  ^(ífxirot A)dP
V térfogatban hővé váló energia:
= í  T = I r  ( f f -  + s ^ d f)
/21/
WJ J tV 0
dv /22/




a./ A hővezetés differencálegyenlete inhomogén nem­
lineáris esetben
A hővezetés differencálegyenlete általánosságban azt 
mondja ki, hogy a hőáramvonalak az időben változó 
hőmérsékletű anyagi részekben és a hőforrások helyén 
keletkeznek, illetve tűnnek els
div 7 = - mc + q(r,t) /23/
Itt m az anyag tömegsürüssége, c a fajhő, q 
az általános esetben helytől és időtől függő hőforrás 
sűrűség.
Az 7 hőáramsürüség /hőfluxus/ viszont a hőmérséklet 
gradiensével arányos:
7 = - К grad T
ahol K a hővezetési tényező.
7 kifejezését a kiinduló /23/ egyenletbe helyettesít­
ve kapjuk:
div(K grad T) = mc --g - q(r,t) /24/
Mivel a hővezetőképesség általában éppen hőmérsék­
let-függése miatt függ a helytől: /К(т(г))/,
О тгgrad К = grad T
és a /24/ egyenlet igy alakul:
(grad t)2 + K Á T  = mc - q(r,t),




A hővezetési differenciálegyenlet ezen alakja igen ál­
talános, mert a fentiek szerint figyelembe veszi a hő 
vezetőképesség hőfokfüggését, a hőforrások jelenlé­
tét, az m és c anyagjellemzők változását, és alkalmas
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a hővezetési folyamat időbeli vizsgálatára. Ha a 
stacionárius állapotot vizsgáljuk,a jobb oldalon 
nulla áll, állandó hővezetési tényező esetén elma­
rad a bal oldal második, hőforrásmentes térben pe­
dig a harmadik tagja.
Ha kvázistacionárius térproblémákhoz kapcsolódó hő­
vezetési problémát vizsgálunk "állandósult" állapot­
ban, akkor általában használhatjuk a stacionárius 
esetre vonatkozó hővezetési differenciálegyenletet, 
mert bár a q hőforrássűrűség az időben szinuszosan 
változik, ezt a változást nem tudja követni a hő­
mérsékleteloszlás /a hővezetési időállandó nagy­
ságrendekkel nagyobb az elektromágneses periódusi­
dőnél/.
b./ Határfeltételek
A /25/ hővezetési differenciálegyenlet megoldásá­
hoz is meg kell adnunk a hőmérséklet viselkedését
zikai viszonyinak megfelően a következő esetek for­
dulnak elő ;
1. / ismerjük a felület hőmérsékletét annak minden
pontjában, Э T2. / adott a felületen a hőgrandienss = f
Ekkor a differenciálegyenlet egyértelmű megoldásához 
meg kell még adni a felület egy pontjának hőmérsék­
letét, valamint teljesülnie kell az
AT + è ■fr (grad T)2 + = 0 /26/
a vizsgált térrész határán. A határoló felület fi­
féltételnek.
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3./ hőelvezetés van a felületen;
-  K -Ш ■ Н(Т -  То)
Itt H a felületi hővezetési tényező, TQ pedig a kör­
nyezet hőmérséklete.
4. / a felület sugárzással ad le hőt a környeze­
tébe ;
- К -|£ = б г ( т 4 - T*) /27/
ahol (S' = 5}б7«10 ^  W/cm^ £ pedig az emissziós 
tényező.
5. / a felület érintkezik egy tőle különböző hő-
vezetőképességü felülettel:
ЭТп ЭТ?-- = = К ----3n 2 Q n és
c./ Hőáram, hőtartalom
A hőmérsékleteloszlás ismeretében közvetlenül meg­
határozhatjuk az itt szóbajövő integrális mennyi­
ségeket. Valamely felületen átmenő hő mennyiségét 
időegységenként az
у = í - К grad TdP
F
összefüggés adja,
a V térfogat hőtartalmának megváltozása az időegy­
ség alatt pedig aQ = I mc T T  dV
képletből számítható.
d./ Halmazállapotváltozások
Két különböző fázist /pl. folyékony és szilárd/ 
tartalmazó problémáknál a megoldásnak a fázishatá­
ron ki kell elégítenie a fázishatár hőegyensúlyát 
kifejező egyenletet [^ 2^ ].
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fôzishatàr




Az 1. ábrán látható egydimenziós esetben a fázisha­
tárhoz felületegységenként és időegységenként érkező, 
illetve távozó hőmennyiségek különbsége az ott fel­




k 2 £ = Lm dt
/28/
1 Эх Эх
ahol L a halmazállapotváltozás látens hője, és m a 
tömegsürüség.
Mivel a fázishatáron a hőmérséklet nem változik és 
Тх = T2 , itt
ЭТ-, ÖT, ЭТг
-5F- dx + —  dt = 0; Э Т dx + dt = 0
9Tк 1 - к.
Эт,
 ^ Эх  ^ Эх = -Lm
э т . /at 3T9/ 3 t---ÍZ--- = -LM ---2---
Этх/ Э X Эт2/Эх
/29/
Általános esetben /29/ a következő alakú lesz:
K-^  I grad T-jJ -K2lgrad T2| = . STn/at - L m  x
grad
а То/ э t- L m
I grad T21 /30/
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ahol a gradienseket a fázishatáron kell venni.
A jelen megítélésünk szerint számítástechnikailag még 
követhető esetben, amikor a fázishatár görbült, de 
alakját megtartva v sebességgel halad tovább, a követ­
kező egyenletet kapjuk:
К-J grad T-jJ - Kglgrad T2I = Lmv /31/
II. DIFFERENCIAEGYENLETEK MÓDSZERE
Az elektromágneses és hőmérsékleti teret leiró /8/, /16/,
illetve /25/ egyenletek általános esetben inhomogén nem­
lineáris másodrendű parciális differenciálegyenletek.
Ilyen jellegű egyenletek megoldásának hatékony módszere a 
differenciaegyenletek módszere. E módszer alkalmazásakor 
először elkészítjük a szóbanforgó tartomány koordinátavona­
lakból, illetve koordinátafelületekből álló beosztását. így a 
a tartomány belsejében és határán metszéspontokat kapunk.
A differenciálegyenletet ezen pontokban felirt differenci­
aegyenletekkel helyettesitjük, aminek eredményeként algeb­
rai egyenletrendszert nyerünk. Ezen egyenletrendszer meg­
oldásai szolgáltatják a keresett függvény értékét a kije­
lölt pontokban. A módszer bár elvileg egyszerű, alkalmazá­
sa mégis több problémát vet fel, amelyek közül a legtöbb 
általánosságban nem is oldható meg. A következőkben vá­
zoljuk azokat a problémákat, amelyek a módszernek kvázis- 
tacionárius elektromágneses terek számítására való alkal­
mazásakor felmerülnek, ismertetjük ezek megoldásának le­
hetőségét az elméleti eredmények és a számítások közben 
szerzett tapasztalatok alapján.
1. A rácsháló felvételének szempontjai
A módszer alkalmazásakor a rácspontok és az azokat 
összekötő rácsvonalak hálózatát teljesen szabadon vá­
laszthatjuk meg. A számitás technikáját tekintve azon­
ban, / különösen számítógépek alkalmazásakor/ igen elő­
nyös, ha ez a pont- illetve vonalrendszer valamilyen
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szabályosságot követ. Ez a szabályosság legcélszerűbben 
azt jelenti, hogy a hálőrendszer valamely ortogonális 
koordinátarendszer koordinátavonalainak felel meg. Hogy 
melyik legyen ez a koordinátarendszer /Descartes, polár, 
henger, gömbi stb/ abban rendszerint maga a feladat 
dönt, mert a feladat jellegéhez alkalmazkodó koordináta­
rendszer használata természetesen a numerikus számítá­
sokban is előnyt jelent. Ebből a szempontból különösen 
a határvonalak lényegesek; úgy kell felvenni a koordi­
nátarendszert, hogy annak hálóvonalai, illetőleg cso­
mópontjai a határoló vonalakra essenek, vagy jól megkö­
zelítsék azt. Természetesen nem szükséges a szóbanforgó 
koordinátarendszer koordinátavonalaival egyenletesen 
behálózni a teret, hanem ebből a szempontból is célszerű 
alkalmazkodni a feladat jellegéhez; ahol a tér erős vál­
tozása várható, vagy valamilyen szempontból lényeges a 
térszerkezet pontos ismerete ott sűrűbb, ahol nagyjából 
állandó vagy előre ismert a tér, ott ritkább beosztást 
készítünk. Bonyolultabb geometriáju feladatok megkövetel­
hetik, hogy egy problémán belül több különböző koordi­
nátarendszert használjunk. Ez esetben azonban a koordi­
nátarendszerek találkozásánál a differenciaegyenletek 
alakja eltér a koordinátarendszereken belüli alakjától.
Pontos kérdés a rácshálótávolságok helyes megválasz­
tása. Egyrészt a pontosság növeléséhez minél sűrűbb há­
lóra van szükség, mert a differenciálhá^adosoknak a 
differenciahányadosokkal való helyettesítésekor elkö­
vetett hiba a rácstávolsággal csökken. így tehát a meg­
oldás kivánt pontossága adja meg a választható legna­
gyobb hálótávolságot. A diszkretizációs hiba rácstávol- 
ságtól való függése a vizsgált esetben jó közelítéssel 
meg is adható /lásd később/, úgyhogy ennek segítségével 
kiszámíthatjuk a rácstávolságok felső korlátját. Más­
részt a pontok süritése növeli azok számát, ami nemcsak 
a számítási idő nagymértékű megnövekedését jelenti,
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hanem számítógépi számításnál a kerekítési hibák halmo­
zódása miatt még rontja is az eredmény pontosságát.
Általában tehát e két szempontra való tekintettel gondos 
mérlegelés tárgyát kell hogy képezze a hálórendszer fel­
vétele. A jól felvett hálórendszer pontos megoldást szol­
gáltat, a pontok száma mégis ésszerű korlátok között van. 
Ennek megszerkesztéséhez a fenti határok kiszámításán és 
korlátok betartásán kivül ismerni kell az alkalmazott
számítási eljárás tulajdonságait, az igénybevett számi­
tógép bizonyos jellemzőit, sőt a probléma megoldásáról 
is kvalitatív képpel kell rendelkeznünk.
2. Differenciaegyenletek felírása
Tételezzük fel, hogy elkészítettük az előzőekben leirt 
szempontok figyelembevételével a tartomány koordinátavona­
lakból álló felosztását. Általános koordinátarendszert 




Az 0 pont általános koordinátái § ^ ^ w a függvény ér­
téke itt Fq. A koordináták megváltozását OC-val jelöltük, 
tehát a környező négy pont koordinátái:
(!•„ -06. ; i d
p2 ( U +ott »
F3 (! i ’ v O
ï4 (il i V  ° 0
Ha felirj.uk az F függvény Taylor sorát a 0 pontban, ebből 
a 0 pontbeli differenciálhányadosokat kifejezhetjük a 0 
pont környezetében felvett függvényértékek /F^,F2,F^,F^/








F,- «* F,"Л 4(«Ч+ <*-*) oc 4ocÂ
oc3
Fr 0 6^ F3 -
oc3— OCk
oCuÇoc -^t- oCLt) (cx3 -f- OLb'j
_________ p _i______ ^____p _ ^ poC^ (oc4 + (%2) 'г «^(b^+oc^) M oC1 сХг 1 0
э F „__»2 p ,__£__p _ z p
Q ti2 oc3(pc3+och) гь ocbocH °
/32/
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Tekintsük továbbá a nagyhőmérsékletü elektromágneses 
teret állandó permeabilitás esetén leiró /13/ és /26/ 
differenciálegyenleteket. Ezek a Laplace operátort és a 
változó első deriváltjait tartalmazzák. Mivel a Laplace 
operátor is minden koordinátarendszerben a függvény el­
ső és második deriváltjait, valamint a változó meghatá­
rozott függvényeit tartalmazza, a /32/ összefüggések se­
gítségével megszerkeszthetjük a differenciálegyenletnek 
megfelelő differenciaegyenletet . Az 0 pontra vonatkozó 
differenciaegyenletet úgy kapjuk, hogy a differenciál­
hányadosok helyébe a /32/ differenciahányadosokat Írjuk, 
а К anyagjellemzőket, valamint a q, J függvényeket
pedig a 0 pontban felvett értékkel vesszük számításba. 
Ilymódon Eq és a környező négy függvényérték között al­
gebrai összefüggést kapunk, amely az adott differenciál­
egyenletet közelítőleg helyettesíti.
Tekintsük például a /13/ egyenletet. Mivel a jelenlegi 
legmodernebb számitógépek kapacitása és gyorsasága ál­
talában a háromdimenziós tér tárgylását nem teszi le­
hetővé, a differenciaegyenletet is a kétdimenziós mág­
neses tér esetére vezetjük le. A mágneses térerősség 
vektora feküdjék tehát az x-y sikban. A rá merőleges 
villamos térerősség és áramsürüség vektorának ekkor 
csak egy, z irányú összetevője van, és bebizonyítható 
[i] , hogy ekkor A vektorpotenciái is z irányú. Ez 
viszont azt jelenti, hogy e vektorok egyetlen skalár 
mennyiséggel jellemezhetők, amelynek az x-y síkon való 
eloszlását kell meghatározni. Descartes koordinátarend­
szert alkalmazva az , koordinátaválto­
zások közvetlenül a hálóvonalak távolságát adják meg,
amit h^ h^ h^ h^-el jelölünk. A /32/ differenciahá­
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h T2 1 hl“h2 T.
hl/hi+h2/ hlh2
1 ( h3 h У
^ h 4/h3+h4/ h^/h^
q /х У / ! Ч0 0 o' 0
Ко
.  h3"h4 +
/34/
Más koordinátarendszerekben is teljesen hasonló módon 
lehet megszerkeszteni a differenciaegyenleteket. /А 
hengerkoordinátarendszer esetét a speciális rész tartal­
mazza./
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Ha az inhomogenitások és a tartomány alakja lehetővé 
teszik, igen előnyös minden irányban egyenlő rácstávol- 
ságu hálót felvenni, mert ekkor a /33/ egyenlet a követ­
kező alakra egyszerűsödik: /h^=h2=h^=h^=h/
Al + A 2 + A 3 + A4 - 4A0 = 3 C O A 0 X 0h2A0 - м Д
Fokozhatjuk a differenciaegyenlet pontosságát, ha a 
differenciahányadosok felírásánál a 0 ponttól egyre tá­
volabb levő pontok függvényértékeit is figyelembe vesszük. 
Descartes koordinátarendszer és ekvidisztáns háló esetén 
pl. a következő sémákat Írhatjuk fel (ДзЦ í
Эе ■ — ('о оЭх 12h 'Ч  -8
/ hЭЕ 1 ( 0—







A Laplace operátort, vagy a /26/-beli grad kifejezést 
görbevonalú koordinátarendszerben felírva olyan kifejezé­
sekhez Juthatunk, amelyek a tér bizonyos pontjaiban nem 
értelmezhetők /pl. az 1/r függvény az r = 0 helyen/. Mi­
vel ezek a kifejezések a differenciaegyenletben is sze­
repelni fognak, az szintén szingularitást fog mutatni az 
említett helyeken. E szingularitások kiküszöbölése az 
adott esetben rendszerint külön meggondolást igényel, 
és általában a differenciaegyenlet megváltoztatását 
Jelenti. Egy példát a speciális rész mutat be hengerszim­
metrikus esetre.
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Mint említettük, a differenciaegyenlet a 0 pont köze­
lében helyettesíti a differenciálegyenletet, és alkalmas 
térben változó vezetőképesség és hővezetés, valamint 
változó JQ és q figyelembevételére. Definiáljuk a vizs­
gált pont /0/ környezetét, mint az oCA /2 <3^/2 ocj2 
OC^ /2 "távolságokban” haladó koordinátavonalakból álló 
tartományt / az 1 ábrán vonalkázva/. Ekkor a differen­
ciaegyenletben szereplő rYo> K0 , Jq és qQ a térben
folytonosan változó függvényeknek a vizsgált pontban,
illetve annak környezetében felvett értékeit jelenti.
A rácsháló mérete éppen akkor van helyesen megállapít­
va, ha e függvények változása a rajzolt területen el­
hanyagolható. Ez a feltétel azonban semmiképpen sem tel­
jesül, ha a szóbanforgó függvényeknek a 0 pont környe- 
zatében ugrásszerű változása van. Ilyen esetben a diffe­
renciaegyenletbe a 0 pontban esetleg nem is értelmez­
hető függvényérték helyett / ha az elválasztó határ 
épp a 0 ponton megy át/ a függvények 0 pont környeze­
tére vett átlagát kell helyettesíteni:
3.ábra
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Pl. a f  függvényre, ha a 3. ábrán látható módon halad 
a határ:
Az eljárást célszerű alkalmazni akkor is, ha pl. a 
Qf/xy/ függvénynek nincs ugrásszerű változása, de va­
lamilyen ok miatt nem célszerű vagy nem lehet a rács­
távolságokat olyan kicsire választani, hogy a 0 pont 
környezetében 'f /ху/ már ne változzék. Ebben az esetben:
/35/
^o = 1 í f /xy/df =f h-^ h^  +h^h2 +Ь.2Ь.^  +h^h1
4
ahol » Т3» T4 a 0 pont környezetében megadott




Ha minden ponthoz az előbbi módon négy különböző értéket 
rendelünk, ez megfelel annak, hogy a vezetőképesség szem­
pontjából a teret egy feleakorra rácstávolságu hálóval 
hálóztuk be, ami az előbbinél még akkor is pontosabb ered 
ményt ad, ha a csomópontok száma nem is változott, mert 
az inhomogenitásokat jobban figyelembe vettük. A tapasz­
talatok azt mutatják, hogy az inhomogenitás figyelembevé­
tele még akkor is javul, ha az állandó anyagjellemzővel 
biró tartományok számát ugyan nem növeljük, de a Т о ’ V  
JQ, qQ számítására а /Зб/-пак megfelelő képleteket alkal­
mazzuk. Ekkor azonban az előbbi függvények értékeit nem 
a 0 pont környezetében hanem a hálóvonalakból alkotott 
tartományokban kell megadni.
Külön kell foglalkoznunk a változó perméabilités esetével 
Az ekkor érvényes /8/ differenciálegyenlet bal oldalának 
átirása a fenti /32/ differenciahányadosok segítségével 
most nagyon körülményes és áttekinthetetlen, ezért a /16/ 
integrális alakot használjuk fel [5Ц . Állandó permeabi- 
litásu tartománynak most célszerű nem a 0 pont környeze­
tét, hanem a rácsvonalak határolta tartományokat venni.
Az ezekhez tartozó anyagjellemzőket, valamint a 0 pontot 
körülvevő zárt vonalat /£/ amire a /l6/-ban szereplő in­






















Mivel jelen esetben к = Ak
rot A = Э A тр Э AЭУ " Эх
q AAz a és b pontok közti integrálásnál csak sze­
repel, amiről feltesszük, hogy e kis szakasz mentén 
nem változik, és az I pontban számitott értékével ve­
hető figyelembe.
így e szakaszra vonatkozó integrál:
] Í r o t n t . |
V A2
h.
Hasonlóképpen végezhető el az integrálás az ab, be és 
a cd szakaszokra. A /l6/-ban szereplő integrált í 
mentén ezekkel felirva, a jobb oldalon szereplő T 0-^
pedig a már részletezett módón figyelembevéve, végül 
a következő differenciaegyenlethez jutunk:




Do " Dl + D2 + D3 + D4
„ h2h3 + h2h4 *  b + hlh4 + hlh3 *d 
Go "
4
z _ h2h3Joa + h2h4Job + hlh4Joc + hlh3Jod 
о
4
A differenciaegyenlet másfajta ortogonális koordiná­
tarendszerben is ugyanilyen felépítésű csak a D. együtt 
hatók mások; levezetése ugyancsak az integrális alakból 
célszerű.
3. Határfeltételek érvényesitése
Az eddig tárgyalt differenciaegyenletek a vizsgált 
tér belső'pontjaira vonatkoznak, és összefüggéseket álla­
pítanak meg egy belső pont és a környező pontok függ­
vényértékei között. A vizsgált tér határán azonban leg­
alább az egyik irányban nem találunk "szomszédos" pontot 
itt tehát az előbbiektől eltérő egyenleteket kell fel­
írni, amelyek a határoló felületek vagy vonalak fizikai 
viszonyait is tükrözik. Ezeknek az un. peremfeltételek­
nek a figyelembevétele annál jobb, minél több rácspont 
van a peremen, ami az eddigi felépítésű hálóknál azt 
jelenti, hogy minél finomabb a háló a perem közelében. 
Másrészt azonban az inhomogenitások és a kivánt pon­
tosság nem feltétlenül teszik indokolttá a finomabb 
háló használatát. Ezért itt követhetjük azt az utat, 
hogy megtartjuk az eredeti rácshálót és a határon ki­
egészítő pontokat veszünk fel /az 5* ábrán Р^,Р2Р^/.
A határ melletti pontokban való számoláskor a 
/33/, /34/, /37/ képletekben a módosított rácstávol­
ságokat /h’, h ’’, h*’ V  vesszük figyelembe, a határfel­
tételeket pedig az utóbb felvett pontokban /Р , P-L <- 9
érvényesítjük.
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Ahogy ezt az l.b/és 2.Ъ/ fejezetekben láttuk, a határ- 
feltételek matematikai szempontból algebrai egyenletek 
amelyek a térjellemzőt: /А,Т/, illetve a peremgörbe nor­
málisának irányában vett deriváltját tartalmazzák.
- Az első esetben igen egyszerű a helyzet, mert a meg­
adott peremérték ismert mennyiségként fog szerepelni 
az egyenletekben, mig a második esetben ismeretlenként, 
de kapcsolata a többi /belső/ pont függvényértékeivel 
megállapítható, ha a peremfeltételt leiró egyenletben 
a derivált numerikus kifejezését Írjuk. Ez görbült ha­




0 ф е--- kifejezése egyenesvonalu határra/38/ speciális
9n
esetenként adódik.
4* Az egyenletrendszer megoldása
Az előbbiek szerint minden csomópontra felírva a diffe­
renciaegyenleteket , lineáris algebrai egyenletrendszert 
kapunk, amelyben az ismeretlenek száma / a csomópontok 
száma/ és az egyenletek száma megegyezik. Igen álatalá- 
nos feltételek mellett bebizonyítható [3] , hogy az igy 
kapott egyenletrendszernek létezik egyetlen megoldása, 
és ez a differenciálegyenlet megoldásához tart, ha a 
rácstávolságot minden határon túl csökkentjük. Az al­
gebrai egyenletrendszer megoldása azonban számítás­
technikailag nehézséget jelent. Ugyanis a pontosság fo­
kozása érdekében a rácstávolságokat célszerű minél ki­
sebbre választani ami a rácspontok számának növekedé­
sét jelenti. De ezt követeli az inhomogenitások megfelelő 
figyelembevétele, és a határgörbe jó megközelítése is. 
így végeredményben az ismeretlenek száma nagyon megsza­
porodik, nemritkán eléri az ezres nagyságrendet. Ilyen 
sokismeretlenes egyenletrendszerek direkt megoldása még 
nagysebességű számítógépeken is nehézségekbe ütközik.
A Gramer szabállyal vagy a Gauss-féle eliminációs mód­
szerrel történő megoldásoknál ugyanis igen sok adatot 
kell tárolni a számítás során későbbi felhasználásra,
és a műveletek száma is óriási. N ismeretlenes egyen-
оletrendszer esetén legalább N /2 tárolóhelyre van szük­
ség és a számítási idő arányos N-^-bel. Mindezek miatt a 
jelenlegi számítógépek általában csak akkor tudnak direkt 
módszerekkel dolgozni, ha a rácspontok száma kisebb száz­
nál. A gyakorlatban előforduló szinte valamennyi eset­
nél azonban a jóval nagyobb ismeretlen-szám miatt ite­
rációs módszerrel célszerű dolgozni. Itt a szükséges
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memóriakapacitás a rácspontok számával lineárisan, a 
számitási idő pedig négyzetesen arányos, ami az előbbi­
nél lényegesen kedvezőbb értéket ad, és lehetővé teszi 
bonyolult nemlineáris /bár többnyire csak kétdimenziós/ 
problémák megoldását a modern számitógépeken.
Az iterációs módszereknél a pzámitani kivánt térjellem­
zőre /А, vagy Т/ először kiinduló értékeket veszünk fel.
/Bebizonyítható, hogy ez tetszés szerint történhet, de 
sokkal gyorsabban elérjük a kivánt eredményt, ha a megöl 
dáshoz közelebb eső értékeket sikerül felvenni./ Ezután 
a kiinduló értékeket a differenciaegyenletekbe helyette 
sitve kiszámítjuk az első közelítést, majd ebből a má­
sodikat és igy tovább. Aszerint, hogy egy számitási lé­
pésben csak egy pontban végezzük el a koorekciót, vagy 
a pontok egy csoportjában, pont vagy csoport-iterációt 
különböztetünk meg.
a./ Pont iteráció
Rendezzük át a /33/» /34/, /37/ differenciaegyen­
leteket úgy, hogy a bal oldalon az ismeretlen 
/А, Т/ lineáris kifejezése álljon:
+ <*2V2 + ^3U3 + Í4U4 ■ PoUo " M /39/
Itt ß ^  a /33/ és /37/ differenciaegyenletben A^
együtthatója, a /34/ hővezetési differeciaegyelet- 
ben pedig az elsőfokú Ih-k együtthatója, M a /33/, 
/37/ egyenletek AQ-t nem tartalmazó tagja, illetve
a /34/ hővezetési differenciaegyenlet -t és
ЭТ
másodfokú Qh-t, valamint qQ-t tartalmazó tagja.
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/39/-ből U -t kifejezve s
ß-, ß 2 ßo ßU = — —  Ut + — —  ио + ■ UQ + —pr—  yj.0 ß0 1 ßo 2 ßo 3 ß>0 4
i ил _ JL
ßo
/40/
A legegyszerűbb pontiteráciős módszernél a Jakobi 
módszernél UQ első közelítését úgy kapjuk, hogy a 
/40/ egyenlet jobb oldalába a felvett kiindulóértéke­
ket behelyettesítjük. A pontokon valamilyen rögzí­
tett rendszer szerint végighaladva ezt a számítást 
pontról pontra elvégezzük, és ennek eredményeit is­
mét behelyettesítjük /40/ jobb oldalába; igy kapjuk
U második közelítését. Általában a k-adik iteráci- o
ót U7k7 -val jelölve:
/к/ _ A ,  ц/k-i/ _ i  /41/
° ■ é i  6» 1 »o ‘ '
Ha, mint a /37/ egyenletnél, az együtthatók maguk is 
függenek a térjellemzőtől, egy újabb iteráció
számítása előtt kiszámítjuk a megváltozott térjellem­
zőnek megfelelő uj együtthatókat, és az iterációs 
egyenlet a következő alakú lesz:
U/к/ _
4 ß 7k“17







A Jakobi módszernél valamivel hatásosabb - kb. fe­
leannyi iteráció szükséges ugyanolyan pontosság el­
éréséhez - az úgynevezett Gauss-Seidel módszer, 
amelynél a k-adik iteráció számításakor felhasznál­
juk az ezen iterációban már korrigált értékeket. Ha 
a számítást soronként balról-jobbra haladva, végez­
zük :
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/к/ (iík"1/ /к/ ft/k-x/ д-1/
ft Д-1/ и1 7 + А  Д-1/ и2о о
+
3 /к^ /  
р т = 1 7 U'
/к-1/ +
е. f - 17
6 /к-1/
/к-1/
&7 F T 7о
A számítás iránya tetszés szerint választható meg, 
anélkül, hogy ez az eredményt befolyásolná. Erősen 
eltérő tulajdonságú /ja/ résztartományokat tartalma­
zó tereken végzett numerikus számítások mégis azt 
mutatták, hogy a módszer konvergenciája akkor a leg­
jobb, ha egymás után váltakozó irányban végezzük a 
fent leirt korrekciót. Ha pedig a program egyszerűsé­
ge miatt az egyirányú számolás mellett döntünk, akkor 
ennek célszerű a permeabilitásváltozására merőleges 
irányt választani.
b./ Csoport iteráció
A pontiterációs módszereknél mindig egy-egy pontban 
/0/ korrigáljuk U-t, a körülötte levő pontokhoz tar­
tozó, már előzőleg kiszámolt értékek felhasználásával 
A csoportiterációs módszereknél egy előre kijelölt 
ponthalmazon hajtjuk végre egyidejűleg a korrekciót.
Legyen például ez a halmaz az egy koordinátavonalon 
fekvő pontok összessége; tekintsük ismeretlennek az 
ezen pontokhoz tartozó U értékeket. Ekkor a szóban- 
forgó pontokra /39/-ből a következő egyenletet Ír­
hatjuk fels
^lUlk/ + ^2U2k/ “ fr0Uok/ = M - ß3U3k"1/ - (^ 4U4k_1/
/43/
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Itt U-,, U0, U ismeretlenek, U~> U. az előző iteráci- 1 d о 3 4
óból vett, ismert mennyiségek. A vonalon levő összes 
pontra felirva ezeket az egyenleteket, olyan egyenlet­
rendszerhez jutunk, amelyben minden egyenlet legfel­
jebb három ismeretlent tartalmaz és a következő for­
májú:
b l x l
+
C 1 X 2 1—1 
тЗII
a 2 X l
+ b2x2 +
C 2 X 3 ■ d2
a i x i - l
+ b.x. + с . X .  -, 
X I  X  x + 1
= d.
X
amxm-i + V « = dm
azaz együtthatómátrixa tridiagonális. Ennek szimultán 
megoldása a következő algoritmussal könnyen elvégez­
hető :





®i b • -a . g. -, 
X  X  x-1
•••
C\JII•H
dl _ W i - i a••••4CMII•HP1 - bl pi b.-a.g.^
Xm = Pm xi = pi - 8Л + 1 i = m-1, m-2,... 1
Miután igy kiszámítottuk az egy koordinátavonalon levő 
pontokhoz tartozó U értékeket az előző és a következő 
vonal meglévő U értékeiből a következő vonal számításá­
ra térhetünk át, és igy tovább. Természetesen mint a 
pontiterációs Gauss-Seidel módszernél, itt is felhasz­
nálhatjuk az előző vonal folyamatban lévő iterációban 
már korrigált értékeit.
Elméleti megfontolások [ЧД azt mutatják, hogy a bemu­
tatott "vonaliteráció" nagyobb konvergenciasebességgel 
randelkezik, mint a poniterációs módszerek. Számitó-
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gépen való alkalmazásakor azonban figyelembe kell ven­
ni, hogy a számitási idő a konvergencia gyorsaságán 
kivül az egy iterációhoz szükséges számitási műveletek 
számától is függ, ami az egyenletmegoldás miatt a vo­
naliterációnál nagyobb. Ezért nem minden esetben elő­
nyös a vonaliteráció használata. Legkülönbözőbb prob­
lémák numerikus vizsgálata azt mutatta, hogy e mód­
szert akkor célszerű előnyben részesíteni, ha a rács­
pontok száma nagy /ezer körüli/, vagy a rácstávolsá- 
gok igen különbözőek.
5. A megoldás konvergenciána
a./ A konvergencia feltétele
A differenciaegyenletekből álló lineáris egyenlet­
rendszert a
ß U = M
mátrixalakba foglalhatjuk össze, amelynek bármelyik 
sora, mint láttuk, a következő alakú;
01U1 + ft2U2 + ß3U3 + <*Л (à U = Mо о
az egyenletrendszernek létezik egyértelmű megoldása, 
ha teljesülnek a következő feltételek; m
1. / a ß együtthatómátrix irreducibilis
2. / +|ß2l +1^ з1 + I ß 41
Az első feltétel azt jelenti, hogjr nem lehet kiválasz­
tani ismeretlent /ТТ^СЖ/ úgy, hogy azokat szá­
mú M érték teljesen egyértelműen meghatározza. Ez 
nyilvánvalóan teljesül, mert az M oszlcpvektor a pe­
remfeltételeket és a gerjesztéseket tartalmazza, és 
a helyesen megfogalmazott térszámitási feladatnál 
bármely pont térjellemzője függ az összes peremfelté­
teltől és gerjesztéstől. Az együtthatókra vonatkozó
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második feltétel teljesüléséről meggyőződhetünk, ha 
a /32/ /34/ /37/ egyenletek együtthatóit összehasonlít­
juk. Végeredményben tehát megállapítható, hogy a /33/ 
/34/ /37/ differenciaegyenletekből álló egyenletrend­
szernek egyértelmű megoldása van.
Az iterációs folyamat konvergenciavizsgálatát Young 
alapján He: csak a lineáris, stacionárius iteráció ese­
tére tudjuk elvégezni, amikor is a fizikai paraméterek 
az iteráció folyamán nem változnak, vagyis az iteráci­
ós egyenletek együtthatói állandók. Mégis a levont kö­
vetkeztetések támpontot adnak a változó együtthatók 
esetére, illetve a kidolgozott konvergenciagyorsitó 
módszerek jó eredményre vezetnek.
A fenti lineáris stacionárius iteráció esetében az ite­
rációs folyamatot a következő mátrxiegyenlet Írja le:
uA/ , guA-i/
+  V /44/
Ahol G az egyes iterációs módszereknek megfelelő iterá­
ciós mátrix. Az iteráció konvergál, ha bármely kiindu­
ló vektor /u / mellett az
/к/ /к/ /к-l/e = u - u /45/
különbségvektor a zérushoz tart, miközben к — A 
/45/ egyenletet /44/-be helyettesítve
e/ k /  = /4 6 /
vagyis az iterációs folyamat lefolyására v nincs semmi­
féle hatással.
Állítsuk elő az e/°^ - u/°^ kiinduló vektort a G mát­
rix sajátvektorainak lineáris kombinációjaként.
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/ / _m
/ о/ = S  a. z,.
i=l 1—X /47/
ahol z. a 5 mátrix sajátvektorai^  ^a hozzátartozó 
sajátértékeket jelöli:
Säi - Л - ^ /48/
Ha most az e/°^ kiindulóvektort k-czor megszorozzuk a
G mátrix-szal, /46/ szerint e/k/-hoz jutunk:
/к/ _ Qke/o/ _ ^k, m m к- § s  = S  a.^.Si /49/i=l i=l
A /49/ egyenletből levonhatjuk a következtetést, hogy 
a stacionárius lineáris iteráció akkor konvergál, ha a 
G iterációs mátrix minden sajátértéke egynél kisebb ab­
szolút értékű. G legnagyobb sajátértékét az iterációs 
mátrix spektrális sugarának nevezik:
/7 /G/ = max /\ ±
amivel a konvergencia feltétele:
|A/g/ | < i /50/
/\ /G/ pontes kiszámítása igen nehéz feladat. Azonban 
bebizonyítható [j?Q , hogy a /33/ /34/ egyenleteknek meg­
felelő differenciaegyenletrendszer megoldása lineáris 
esetben a Jakobi és a Gauss-Seidel módszerrel olyan 
iterációs mátrixhoz vezet, amelynek spektrális rádiuszá- 
ra|/\/g/l<l, tehát az iteráció konvergál.
A spektrális rádiusz ismeretére mindezek ellenére szük­
ség van, mert /v egyúttal azt is megmutatja, hogy milyen 
gyors a konvergencia, milyen gyorsan csökkennek a hibák. 
Ha ugyanis /49/-ben a legnagyobb sajátérték dominál, 
Írhatjuk, hogy
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e/k/ Il I u/k/- u/*-
||еД-1/ « |и/к-1/.иД -
ahol bármilyen Euklédes-i normát vehetünk.
Az /51/ egyenletből látható, hogy annál gyorsabb a kon­
vergencia minél kisebb X/G/.
Másrészt a spektrális rádiusz /továbbiakban. X/ meghatá­
rozására elméleti utón a számitás előtt, csak igen spe­
ciális körülmények között van lehetőség. Nevezetesen 
Laplace egyenlet Dirichlet feladatának Gauss-Seidel 
módszerrel való megoldása esetén, amikor a tartomány 
téglalap alakú L63:
Á= £
/R és S a csomópontok száma a két irányban/. Az /51/ 
összefüggés azonban módot ad X kisérleti meghatározá­
sára. E szerint nem kell mást tenni, mint az iterációs 
folyamat elején /a tapasztalat szerint néhányszor 10 
iterációban/ képezni az I u ^ ^ - u ^   ^I mennyiségek két
egymásutáni iterációban vett hányadosát. E hányados
határértéke adja Я közelitő értékét /az a feltétele­
zésünk, hogy Я /Q/ dominál/. A numerikusán megállapított 
Я -ból bonyolultabb esetben is megítélhető, hogy kon­
vergál-e az eljárás és milyen gyorsan, illetve erre 
támaszkodva tehetünk intézkedéseket az eljárás stabi­
lizálására, illetve a konvergenciasebesség növelésére.
b./ A konvergencia gyorsítása
Az /52/ képletre tekintve azt látjuk, hogy a csomópon­
tok számának növelésével X erősen tart az egységhez, 
vagyis a konvergencia egyre lassúbb lesz. Le erre utal 
általánosabb esetekben is a numerikus tapasztalat, mely
( ° 03 f- ír Л+ cos ) /52/
= Я /Q/ /51/
- M i ­
szerint az itt előforduló problémáknál az 1%-ra pontos 
megoldás eléréséhez kh. a pontok számával megegyező szá­
mú iterációra van szükség. Ez pedig a néhány ezer pon­
tot tartalmazó tereknél a modern számitógépeket is fi- 
gyelemhevéve már órás nagyságrendű számítási időt igé­
nyel a fenti iterációs eljárásokkal. Ezért rendszerint 
szükség van a konvergencia gyorsítására.
A konvergenciasehesség hatékonyan növelhető a szukcesz- 
sziv hiperrelaxáció módszerével DG . E módszer alkal­
mazásakor - úgy mint a Gauss-Seidel módszernél - először 
meghatározzuk u^k// értékét, de a további számitás szá­
mára nem ezt tartjuk meg, hanem u-nak egy relaxált érté­
két s
/к/ = u/k_1/ + co[u^k// - и/""1/] /53/
relaxált
Az со relaxációs tényező helyes megválasztása a konver- 
genciagyorsitás központi problémája.
Yarga [^7Ц bebizonyította, hogy az /53/ szerinti iterá­
ció csak akkor konvergál, ha 0 é c o  = 2, mert ekkor lesz 
a szukcesszív hiperrelaxáció spektrális rádiusza / 6Ы / 
egynél kisebb.
A következőkben lényeges szerepet játszik a ßU = M 
differenciaegyenletrendszer ß mátrixának egy bizonyos 
tulajdonsága, amit az irodalom Q6"] , Q7^." A tulajdon­
ság" néven jelöl /Property А/. Ez azt jelenti, hogy a 
ß együtthatómátrix az oszlopok és a sorok megfelelő 




S1 0 .......... 0
Z1 E 2 S2 ......... 0
0 Z2 D 3 ......... 0 /54/
0 ....... V i S -,p-1
0 ....... -I Dp-1 P
ahol diagonálmátrix /rendjes r^/, §j_ és téglalap­
mátrixok, amelyek mérete r_^  x r^+-^, illetve r^+-^ x rj_*
Ha ß -ra teljesül az /А/ feltétel, со , A , valamint a 
Jakobi módszer spektrális rádiusza (/C3) között a követ­
kező összefüggés áll fenn:
(\, + co “ l)*= ^со /55/
Ebből meghatározható a konvergenciagyorsitó tényező 
optimális értéke, amely mellett /\u  a legkisebb. A 
számításokat elvégezve kapjuk, hogy
соopt 1 +V i - Af
/56/
es
min(^oo)= °>(opt - 1
A A^spektrális sugár со-tói való függését különböző 
f{z mellett a 7* ábra mutatja /cű= 1 esetén /53/ 
szerint a Gauss-Seidel iterációt kapjuk, amelyre /55/- 
ből A-oo=,=*G5= ^ /
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Ha coopt й wá2; akkor Ató= со -1 és ^>opt közelében
gyorsabban nő go  ^ alatt, mint fölötte. Ezért
közelitő meghatározásánál go , alulbecsülése jobbano pu
csökkenti a konvergenciasebessége mint coop.j. felül- 
becsülése.
Az előbbi megfontolások valós relaxációs paraméterre 
vonatkoztak. Kézenfekvőnek látszik, hogy a /33/, /37/ 
komplex változójú differenciaegyenletek esetében a 
konvergenciagyorsitó tényező is komplex legyen. A 
0<|cö| < 2 feltétel azonban ez esetben még nem biz­
tosítja a konvergenciát. Adott A 3 mellett /ami függet­
len cd -tói/ ugyanis csak olyan oö értékeket enged­
hetünk meg, amelyekkel az /55/-ből kiszámítható 
/\w  -ra l ^ ^ k l  fennáll.
A megengedhető со-k tartományának határait tehát úgy 
kapjuk, hogy az /55/ képletből nyert
1 ~  А ОЭGO /57/
44
összefüggés jobb oldalába az adott /Г^  -t és különbö 
zó /voj -t helyettesitünk, amelyekre I* J  = 1. Néhány 
/ 3 értékhez tartozó határgörbét - amelyen belül kell 
lenni tehát со -nak - a 8. ábra mutat:
A megfelelően hatásos konvergenciagyorsitó eljárás alkal 
mazásának elengedhetetlen feltétele, hogy a Jakobi iterá 
ciós mátrix spektrális sugarát / /C3 / ismerjük. Ez hatá­
rozza meg coQp-j. értékét az /56/ képlet szerint, de ettől
függ kopmlex со esetén is, hogy milyen co-ig konvergál
az eljárás.
/Ç pontos meghatározása azonban a legtöbb gyakorlati 
térszámitás esetében nem sikerül, közelitő kiszámitása 
pedig sok tapasztalatot, körültekintést és intuiciót igé 
nyel, és leginkább a feladat jellegétől függ.
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Ha például nem kritikus a számitás időszükséglete, al­
kalmazni lehet az /52/ képletet egy a tartományt befogla­
ló téglalapra, majd az igy adódó К -ból számítjuk 
со -t az /56/ képlet szerint. CO igy nagyobb lesz a va­
lóságos optimális értéknél, aminek eredményeként egy 
gyorsított, bár nem optimálisan gyorsított iterációs 
folyamatot kapunk.
Ha a feladatot sokszor kell megoldani változó peremfel­
tételekkel, ésszerű lehet az is, hogy néhány próbafu­
tást végzünk különböző со értékkel, és figyeljük az a- 
dott pontosság eléréséhez szükséges iterációk számát.
CO optimális értékét ott kapjuk, ahol ez a szám minimu­
mot mutat. Más kiinduló feltételek esetén természete­
sen értéke nem változik, a geometria kismértékű
változása is csak kevéssel befolyásolja, a nemlineari- 
tások változására azonban érzékenyen reagál.
Meghatározhatjuk K^-t közelítőleg az iterációs folya­
mat közben is az /51/ képlet,szerint, majd ebből со-t
/56/ szerint. így végeredményben egy változó со-ju ite­
rációs folyamathoz jutunk, amit ha megfelelően irányí­
tunk, co értéke со ,-hoz konvergál. A módszer rész-o p ü
leteivel a speciális részben foglalkozunk.
Elméleti vizsgálatok [9: és numerikus tapasztalatok
igazolják, hogy a fenti konvergenciagyorsitás akkor is
alkalmazható, ha az co .kiszámítása előtt tett féltévé-opt
sek nem teljesülnek, igy például nemlineáris esetekben
is. Ekkor - ha egyáltalán konvergál az eljárás - az
iterációs folyamat gyorsul, ha nem is abban a mérték­
ben, mint ahogy az elméletből az várható volna. Ez 
azonban komoly veszteséget jelent, ha a Gauss-Seidel 
iteráció spektriális sugara nagy //C^s>0,9/. mert az
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ábrából láthatóan a szukcesszív hiperrelaxáció spekt- 
rális rádiuszt csökkentő hatása A" , növekedésével erő- 
sen csökken //Ccs= 0,8-nál óTCOop^ = 0,38, mig /CG5 = 0,98-
nál/Ccoopt = °’76/
Ilyen esetben hatékonyan lehet alkalmazni a fizikai kri­
tériumok alapján végzett konvergenciagyorsitást.
A gerjesztési törvény szerint bármely zárt görbére
I  H I  = í JdP /58/
i F
ahol P a görbe által bezárt felületet jelenti. így tehát 
a pontos megoldásnál a
í TdP
0 = -----  /59/
Ш Т
tr
együttható értéke tetszőleges görbére kiszámítva egység, 
mig az iterációs folyamat közben C értéke eltér egytől.
A valóságos megoldáshoz közelebb eső értékeket kapunk.
ha a vektorpotenciálokat az iteráció közben úgy 'módo­
sítjuk, hogy az /58/ egyenlőség teljesüljön.
A C együttható értéke a /7/ és /20/ képletek felhasz­
nálásával :
C - P ( ~ TjCQ^ +
Г -p rot Ä áj
I й.
tehát a vektorpotenciáinak a görbén felvett, illetve 
görbén belüli értékeiből kiszámítható. Mivel C nevező­
jében a térerősség görbementi összetevője, tehát A
görbeirányra merőleges változása: szerepel, az
Эп
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/58/ egyenlőség teljesüléséhez a vektorpotenciálokat




Elektromágneses és hőmérsékleti terek számitógépes számí­
tásakor a megoldást jelentő függvényt csak bizonyos pontos­
sággal kapjuk meg. A számitás jellegéből következő hibák 
ismerete két szempontból igen fontos;' egyrészt ismerni kell 
hogy mitől és milyen mértékben függnek a hibák, hogy a 
számitást úgy tervezzük meg, hogy lehetőleg kis hiba adód­
jék, másrészt az iterációs folyamat lépéseinek a számát is
csak a hibákra vonatkozó valamilyen becslés birtokában 
tudjuk megállapítani.
A differenciálegyenlet differenciaegyenlettel való he­
lyettesítésekor adódó hibát homogén rácsháló esetén az 
egész tartományra vonatkozóan megbecsülhetjük. E célból 
a tartományt befoglaló ellipszis tengelyeit; t, s kell 




ahol h és к az X és у irányú rácstávolság, pedig a meg­
oldásfüggvény negyedik deriváltja abszolút értékének maxi­
muma a vizsgált tartományban. Mint ilyen előre nem isme­
retes, de pl. A kiszámított csomópontbeli értékei alapján 
meghatározható . így utólag tudjuk ellenőrizni, hogy 
a felvett rácstávolságok megfelelőek-e. Másrészt viszont 
ha valamilyen kézenfekvő feltevésünk van a megoldásfügg­
vényre /pl. örvényáram területen
|X| = A e”Z^*1 1 о
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ahol cfa behatolási mélység z irányban/, akkor ebből az 
adott pontossághoz szükséges átlagos rácstávolság előre 
meghatározható.
Ha az utólagos kiértékelésnél a diszkretizációs hiba túl
nagynak adódik, célszerű megoldani a feladatot feleakko­
ra rácstávolságokkal. A két megoldásból egy mindkettőnél 
pontosabb megoldás szerkeszthető Richardson módszerével 
[10] .
A differenciaegyenletrendszer iterációs megoldásánál adódó 
hibát nehéz becsülni. Ha egyenletesen konvergál az eljárás, 




vagy a következő normák:
V  I /k/
Y  1 a /*-1/1
SIU|) /k/ - (a2)/1c-:L/Ii
Az -iteráció befejezésének a feltétele ekkor az, hogy e 
mennyiségek egy előre megadott hibakorlát alá csökkenje­
nek.
A térszámitásokban előforduló igen sok művelet miatt szá­
mítógépi számításnál a kerekítési hibákkal is számolni 
kell, amely itt nagy lehet, sőt bizonyos esetben az egyéb­
ként stabil eljárást instabillá teheti. Mivel e hibák nagy­
sága az adott számitógép számábrázolási pontosságától függ, 




1. A probléma megfogalmazása
A félvezető any&gok technológiájában lép fel a következő 
probléma :
Adva van egy félvezető rúd /pl. szilícium/, amelyen a belső 
anyagstruktura és igy a fizikai paraméterek megváltoztatása 
céljából helyi melegítést kell létrehozni. Ilyen esetek pl. 
a polikristályosból egykristályos rúd készítése, a félvezető­
m é  szennyezőkoncentrációjának beállítása zónás olvasztás­
sal, hengersziimnetrikus p-n átmenetek létrehozása, vagy a
különböző céllal végzett hőkezelések. Az igen nagy tisztasá­
gi követelmények miatt azonban általában nem járható ut, 
hogy a nagy hőmérsékletű fűtőanyagról hővezetéssel vigyük 
át a hőt a félvezetőre, mert a fűtőelem párolgása beszeny- 
nyezné a félvezetőt. Ezért a fenti esetekben az indukciós 
hevités a célravezető hőközlési mód, amikor is magában a 
félvezetőben keletkezik a hő, a környezetében lévő induk­
ciós tekercs pedig alacsony hőmérsékletű /általában átfolyó 
vizzel hűtött/, igy számottevő párolgása nincs.
Indukciósán hevitett félvezetők hőmérsékleteloszlásának 
számitása több problémát vet fel. A hőmérsékleteloszlás 
meghatározásához ismerni kell a hőforrás-sűrűség eloszlását 
a félvezetőben. Ez viszont a kialakuló örvényáramoktól függ, 
amit adott gerjesztő mennyiségek mellett a villamos ve­
zetőképesség befolyásol. Eélvezetőanyagok villamos vezetőké­
pessége azonban erősen függ a hőmérséklettől, tehát előre 
nem ismert. Ha ehhez még hozzávesszük, hogy e hőmérséklet- 
függés nemlineáris jellegű, akkor könnyen megállapíthatjuk, 
hogy a probléma megoldása analitikusan reménytelen. Viszont 
a kialakuló hőmérsékleteloszlás ismerete igen fontos, mert 
ettől függenek az anyagban létrejövő strukturális válto­
zások; a diffúziós profil alakja, a diszlckációs hibahe­
- 50 -
lyek sűrűsége és eloszlása, valamint a félvezető számos 
fizikai tulajdonsága a szóbanforgó művelet után.
A fenti nehézségek miatt a problémakör vizsgálata csak 
numerikus módszerekkel lehetséges, és az igen nagy számítá­
si munkák miatt gyakorlatilag csak számitógéppel lehet 
kivitelezni.
Félvezető rúd indukciós melegítését vázlatosan a 9* ábra
A"T tekercsben nagyfrekvenciás áram folyik, amely válto­
zó fluxust hoz létre maga körül, igy a félvezető rudban 
is. Ennek hatására a rudban örvényáramok alakulnak ki, 
amelyek a rúd melegedését idézik elő. Célunk az egyen­
súlyi állapotban kialakuló hőmérsékleteloszlás meghatáro­
zása.
Shaskov [^1бД analitikusan számitja ki a z irányú hőmér­
sékleteloszlást annak feltételezésével, hogy a felület 
sugárzással ad le hőt, radiális irányban nincs változás 
és a hővezetési tényező állandó. Biliig b?: kétirányú
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hőmérsékletváltozást vesz figyelembe, a hővezetési tényező 
azonban nála is független a hőmérséklettől.
Kis hőmérséklettartományban ezek a megoldások jó közelí­
tést adnak. A félvezetőtechnológiában gyakran előforduló 
hőmérséklettartományban azonban / Л Т  = 700-1200 C°/ a fi­
zikai jellemzők itt már igen erősen jelentkező hőmérséklet­
függésének elhanyagolása miatt félrevezető eredményt adnak.
Digitális számitógéppel végzett számításról számol be 
K.Akiyama és J.Yamaguchi Elöl • Ők figyelembe veszik a hő­
vezetés hőmérsékletfüggését, de vizsgáltuk a hővezetési 
differenciálegyenletre korlátozódik. A benne előforduló 
hőforrássűrűség előre felvett mennyiség, aminek ilymódon a 
villamos vezetőképességtől, illetve végső soron magától a 
kialakuló hőmérséklettől való függését nem lehet figyelembe 
venni.
Jelen dolgozat célja a kapcsolt hővezetési és elektromágne­
ses térszámitási probléma megoldása, miközben mindkét fizi­
kai jellemző /hő és villamos vezetés/ nemlineáris hőmérsék­
letváltozását tekintetbe vesszük.
Az elektromágneses teret egyértelműen meghatározzák a 9.
ábrán látható elrendezés geometriai adatai, az anyagjellem­
zők, és a tekercsben folyó áram jellemzői. A hőmérsékleti 
tér számításakor a felület hőmérsékleteloszlását vesszük 
adottnak, hogy a félvezető és a környezet bonyolult termo­
dinamikai kölcsönhatásától eltekinthessünk, és a számitást 
magára a rúdra végezhessük. Mérési szempontból is ez a leg- 
hozzáférhetőbb kiinduló adat, sőt jó közelítéssel ki is 
számítható 0-6"] > mert a z irányban a tekercs sikjától 
gyorsan csökkenő felületi hőmérsékleteloszlást csak igen 
kevéssé befolyásolják a rúdon belüli radiális hőmérséklet- 
változások.
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Ennek megfelelően egy adott kísérletnél /I = 73}5A, 
f = 1,8MHz/ az elmélet és a mérési eredmények összeveté­
sével adódó felületi hőmérsékleteloszlást a 10. áhra szem­
lélteti, ami tehát a továbbiak számára kiinduló adatul 
szolgál.
A rúd végén /z = i / külső körülmények /rendszerint viz- 
hütésü befogó/ biztosítják az állandó hőmérsékletet.
Az elrendezés szimmetriájából következik, hogy a tekercs 
sikjától felfelé és lefelé ugyanolyan magasságban egy­
mással megegyező hőmérsékletek vannak. Ezért elég a rúd­
nak csak az egyik felét vizsgálni.
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2. Fizikai .jellemzők
Vizsgálatainkhoz a félvezető szilicium anyagot vettük alapul.
A számítások elvégzéséhez szükség van ezen anyag hő- és
villamos vezetőképességének ismeretére.
a./ Villamos vezetőképesség
Mivel vizsgálatunk a nagy hőmérsékletek tartományába 
esik /10. ábra/ a villamos vezetőképesség számításánál 
eltekinthetünk már a szennyezések hatásától, és az 
intrinsic vezetést vehetjük alapul. Szilárdtestfizikai 
meggondolásokból le lehet vezetni a villamos vezetőké­
pesség hőmérsékletfüggését, de az adódó kifejezés nehe­
zen meghatározható állandókat és mennyiségeket tartal­
maz. Ezért kiindulásul az irodalomban megtalálható mé­
rési eredményeket Ц12Ц tekintettük, és az elmélet sze­
rinti függvény együtthatóját úgy határoztuk meg, hogy 
e függvény a legkisebb négyzetes hibával a kísérleti 
értékeket adja. Az ilymódon kapott villamos vezetőké-
képesség-hőmérséklet függvény a következő;
__ E_
^/T/ = 2958,6e 2kT(ílcm) 1 /б1/
Itt T az abszolút hőmérséklet, к a Boltzmann állandó
/к = 8,69*10"^eV/K°/, E pedig a sávszélesség, ami szin­
tén hőmérsékletfüggő [12] :
E = (l,21 - 3,6 • 10'4T ) eV /62/
b./ Hővezetőképesség
Szilicium esetében feltehető, Ql5] hogy a hővezetési 
folyamatban résztvevő hő-hordozók /fononok, elektronok, 
fotonok/ egymással csak igen gyenge kölcsönhatásban 
vannak, úgyhogy a hővezetési tényezőhöz való hozzájá­
rulásuk additive vehető figyelembe;
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к = Kf + Ке + Ks /63/
ahol Yin. a hővezetés fononos, К az elektronos és К a X ’ e s
sugárzási összetevője, és mindegyik más és más hőmérsék­
letfüggést mutat.
Az elmélet és a kísérletek £Ï4~] továbbá azt adják, hogy 
К még az olvadáspont közelében is K-nak legfeljebb 
2%-a lehet; ettől tehát eltekintünk. A fononos hőveze­
tés hőmérsékletfüggését.I.Glassbrenner és G.Slack [13] 
mérték ki, és az elméletileg is alátámasztott félempri- 
kus formulát kaptákí
i- = 1,56 • 10"3T + 1,65 * ДСГбТ2 + 0,03 /64/
f W
Az elektronos hővezetés /К / hőmérsékletfüggését, bár 
sok egyszerűsítő feltevéssel vezették le [l5l] , mégis 
jő egyezést mutat a mérési eredményekkel. E szerint
ahol a К poláris összetevő a Wiedemann-Eranz törvény­
nek felel meg, a К ^ bipoláris összetevő pedig az elek­
tronlyuk párok diffúziójának. A képletekben k a Boltz­
mann állandó, e az elektron töltése, b pedig az elektron 
és lyukmozgékonyság-aránya; b = 2,6. Szerepel még. a 
ff /Т/ villamos vezetőképesség, amit /61/ szerint számí­
tunk.
Meg kell még jegyezni, hogy az olvadáspont /Т = 1685 K0/ 
fölött a rácsszerkezet összeomlása miatt K„ és En nulla
I  u
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lesz, Kg-nak pedig csak T >800 K° felett van észreve­
hető hozzájárulása K-hoz.
A fizikai jellemzők /61/ illetve /63/, /66/, /67/ kép­





A szilícium rudban létrejövő hőmérsékleteloszlást az 1. 
pontban leirt feltételek mellett számítjuk ki. A számí­
tás alapjául a /26/ differenciálegyenlet szolgál, amely 
mint láttuk figyelembe veszi a hővezetőképesség hőfok­
függését, és a hőforrássűrűség térbeli változását. Mivel 
elrendezésünk hengerszimmetrikus, a differenciálegyenle­
tet hengerkoordinátákban Írjuk feli
Э2Т , 1 Зт , Э2Т . 1 Эк Г/ЗоЛ 2 . /  Эт\21"э? ~ "э7  к эт l\Tï) + {-ы) J
q(r,z)+ — ---- = ок /68/
ahol már figyelembe vettük, hogy a harmadik koordináta 
/ /  irányában nincs változás.
Ezután elkészítjük a vizsgált tartomány /az előzőek szerint 
a rúdnak a tekercs sikjától pl. fölfelé eső része/ koordi­
nátafelületekből álló beosztását. A koordinátafelületek 
most z = állandó síkok és r = állandó hengerek. A hengerek 
és a sikok egymástól való távolsága a számítás egyszerű­
sítése miatt mindenütt állandó. Ezt a távolságot - a rács­
távolságot - az örvényáramszámitás követelményeinek megfe­
lelően állapítottuk meg /h = 1 mm/ és megtartottuk a hőmér­
sékleteloszlás számításához is. A rácshálórendszert, illet­








A hőmérséklet számítását.a differencia módszer szerint az 
ábrán látható hálóvonalak metszéspontjaiban végezzük.
Ehhez a /68/ differenciálegyenletet differenciaegyenletté 
kell adakitani. A /68/-ban levő első és második deriváltak 
helyébe a /32/ differenciákifejezéseket irva a differencia­
egyenlet iteráció számára alkalmas következő alakját nyer­
jük:
Mivel а К hővezetési tényező függ; az ismeretlen hőmérsékle­
tektől, az iteráció nemlineáris.К értékét a számitás alatt 
folyamatosan korrigáljuk úgy, hogy minden iterációban a 
megfelelő iteráció TQ értékéhez tartozó hővezetőképességet
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használjuk fel. értékét szintén az előző iterációban
nyert TQ hőmérséklethez számitjuk, mégpedig К bonyolult hő­
mérsékletfüggése miatt a differenciahányadost képezve:
К/То+ДТ/ - К/То-АТ/ 
2 Д  T
A numerikus számitásban A T  = 1K°.
/70/
Nem használható a /69/ differenciaegyenlet a tengelyben 
/AD/ levő pontok hőmérsékletének számításához, mert itt 
rQ = 0. Másrészt a /68/ differenciálegyenletben az
1 Q t
Г “QÏ tag Г — >° eSetén5
lim 1 QT _ lim Э2Т r*o г 'Эг “ r*o фг2
tehát az első taggal összevonható. Ennek megfelelően szer­
keszthetjük meg a tengely pontjaiban érvényes differencia­
egyenletet, figyelembevéve azt, hogy a tengelyszimmetria 
miatt itt T^ = T2 :
T = 1 4T0 + T0 + T.4 + К ^  w  ü l c /71/ко _l
A határfeltételek érvényesítése jelen esetben azt jelenti, 
hogy a DC vonalon minden hőmérséklet állandó és előre meg­
adott /Т = ЗООК0/, a palástfelületen pedig /ВС vonal/ szin­
tén előre ismert és a 10. ábrának felel meg. Az AB vonal 
/a tekercs sikja/az elrendezés szimmetriavonala. Ezért egy 
itt levő csomópontra /0 pont/ a 12. ábra jelöléseivel*
T3 = T4 /72/
ahol T^ az AB vonallal párhuzamosan h távolságban haladó 
A ’ В5 vonal T^ oszlopában levő pontjának hőmérséklete. A
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szimmetriafeltételt tehát úgy érvényesíthetjük, hogy fel­
veszünk egy pótlólagos A*B* vonalat, amelynek hőmérsékletei 
az AB-t megelőző sornak az iterációban már kiszámított 
hőmérsékleteivel egyeznek meg. Az A ’B ’ vonal hőmérsékle­
teinek segítségével az AB határvonal hőmérsékletei már 
/69/-ből számíthatók.
Az iterációs folyamat alapjául a pontiterációt választot­
tuk, és a viszonylag jó konvergenciatulajdonságok miatt 
állandó relaxációs tényezőt alkalmaztunk. A számitás ered­
ményeit a 6. fejezet tárgyalja.
4. Örvényáramszárnit ás
a./ Differenciál-differencia egyenletek
A szilícium rudban és környezetében kialakuló elektro­
mágneses teret a vektorpotenciáira vonatkozó
rot rot Ä = - jco/J-Qf' Â + M'Jq /73/
differenciálegyenlet alapján számítjuk. Az egyenletben 
szereplő 'f villamos vezetőképesség a rúdon belül vál­
tozik, a rúdon kivül nulla, a )x perméabilités - szi­
líciumról lévén szó - mindenütt a vákum permeabilitá- 
sával egyenlő, és a külső gerjesztő áramsürüség /J / 
csak a tekercs helyén különbözik nullától.
Elrendezésünk hengerszimmetrikus, a gerjesztőáramnak 
és a kialakuló örvényáramoknak csak egy, ^ irányú 
komponensük van, a mágneses térerősség azonban kétirá­
nyú /r és z/. Mindezekből következik Q Q  , hogy a vek­
torpotenciáinak csak vj) irányú összetevője van. Ennek
meghatározására /73/ hengerkoordinátákban felirt alak­








2Э А+ -Т^2 = А /74/z
és a külső térben:
2




9 2 а - /L J /75/
/А /74/ és /75/ egyenletekben A komplex értéket je­
löl/
А /75/ által meghatározott elektromágneses tér a rú­
don kivül a végtelenig terjed, és elvben a számítást 
is a végtelenig kellene végezni, ahol is A már eltűnik 
Numerikus számításokban azonban végtelenbe nyúló tartó 
mányt nem tudunk kezelni, ezért azt egy végesben fek­
vő tartományba transzformáljuk.
Tekintsük tehát az
r = R /76/
transzformációt, ahol R a rúd sugara, ç pedig az uj 
változó.
E transzformáció a rúdon kivüli tartományt /R<r<<x=/ 
a rúd belsejében /0<<^< R/ viszi át, miközben a pa — 
lástfelület helye nem változik, a végtelen pedig a
tengelybe kerül.
A /76/ transzformációs egyenletből:
эг _ ъ~ Я
Эг $9 r2 /77/
- 61 -
ЭА = ( ^  Э А
э § 2 + 2$
ЭА\ S 4
R /78/
А /77/, /78/ deriváltakat /75/-Ье helyettesítve, meg­
kapjuk a transzformált külső tartományra vonatkozó 
alapegyenletet :(I) Э*Аг + Б"* SLaS






Mivel ilymódon a végtelenben levő felület a végesbe 
került, itt határfeltételeket is megadhatunk, majd az 
eredményként adódó A/^ > / függvény változóját vissza­
transzformálva a külső térben kialakuló vektorpoten­
ciáleloszlást nyerjük.
A /74/ és /79/ differenciálegyenleteknek megfelelő 
differenciaegyenleteket a /32/ képletek segítségével 




4 + 7  +о
és a rúdon kivül:




2/1+Ь/ + —  UЫ -à-)_ / h+ Aq(1 + ■-■2V  V 2?c +
$ 2Jo
+ + Ль h Jo] /81/
ahol
г £c{ = со és b<¥Í
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Az itt szereplő mindkét irányban azonos rácstávolsá­
got /h/ a következő gondolatmenet alapján állapítottuk 
meg.
Feltételezhetjük, hogy a vektorpotenciái a rudban a 
palástfelület mellett közelítőleg az
-(а-г)лг|A|=Aoe /82/
függvény szerint változik, ahol cT a "behatolási mély­
ség" ezen a helyen. Másrészt amikor /32/ alapján a 
differenciálegyenletben szereplő deriváltakat diffe­
rencia kifejezésekkel helyettesitjük, az elkövetett 
hiba T Taylor sorának első elhagyott tagja /a negyedik 
deriváltat tartalmazó tag/:
л 4 4
H < —  -2-4 h /83/
Ez a hiba még a differenciaegyenletrendszer exakt meg­
oldása esetén is fennáll, mert a függvény diszkrét és 
nem folytonos kezeléséből következik, ezért diszkreti- 
zációs hibának nevezzük. Mivel nagysága elsősorban a 
rácstávolságtól függ, ismeretében az alkalmazható 
rácstávolságok felső korlátját kapjuk.




ami a kivánt pontosságtól függően a következő rácstá­
volságokat adja:
-S- = 0,01 esetén h<0,7cT
I А I




A legnagyobb hőmérsékletű helyen, ahol a behatolási 
mélység a legkisebb, cT = 8,3 mm adódik, és igy ezrelékes 
pontosságot választva /85/ szerint h-ra a h < 2,66 
korlátot nyerjük. Számitva még az iteráció hibájára a
h = 1 mm rácstávolság választása látszott célszerűnek.
Ezt a rácstávolságot tartottuk meg a transzformált kül­
ső tér számításánál is a ç koordinátában. A 13» ábra 
a csomópontok elhelyezését mutatja sugár irányban, a 
/76/ transzformáció figyelembevételével
R
............ j 11.1 К З  20 25 333 50
r





Amint az ábrán is látható a külső térben nem egyenle­
tesen helyezkednek el a pontok, mert hiszen az ezeknek 
megfelelő transzformált pontok a ç tartományában 
/0< § < R/ helyezkednek el•egyenletesen.
b./ Határfeltételek
' Я IA tekercs sikjaban a szimmetria folytán — —  = 0, ami
Э z
azt jelenti, hogy itt A2 = A^ _ /úgy a külső, mint a 
belső, térre/. A tengelyben /г = 0/ X = 0 mert általában
I = J L  f Æ  dv
41Г J r
és igy hengerszimmetrikus térben minden áramelemhez 
található egy megfelelő másik, amely a vektorpotenciái 
előbbivel megegyező nagyságú, de ellentétes előjelű 
járulékát adja.
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Máarészt a transzformált térben is a § = 0  helyen 
A = 0; mert a transzformáció folytán a tengely a végte­
lenbe kerül, ahol természetesen a vektorpotenciái el­
tűnik.
Az elektromágneses teret tengelyirányban a rúd magassá­
gában határoljuk le /DG vonal a 12. ábrán/, vagyis az 
ezen magasságon kivül eső erővonalakat elhanyagoljuk.
Ez azt jelenti, hogy a DC vonalon, és meghosszabitásán 
a külső térben Â = 0.
Külön megfontolást igényelnek a palástfelület viszonyai. 
Bár itt az anyagjellemzők ugrásszerűen változnak, a 
rőt П = 0, rőt E = - ЭВ/ 3t, div H = 0, div Ê = 0 
egyenletek teljesüléséhez elegendő, ha A és első deri­
váltjai folytonosan változnak, ami magából a módszer­
ből már következik. Az a tény azonban, hogy a paláston 
találkozik a külső és a belső tér, a következő problé­
mát veti fel. /lásd a 14. ábrán/
14.ábra
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Ha például a nyil irányában számolunk /80/ szerint, a 
0 pontban szükség lenne növekvő r irányban is egy 
pontra h távolságban - 2 Azonban mint láttuk, a 
transzformáció miatt, csak valamivel nagyobb távolság­
ban áll rendelkezésre pont - 2 ’ Ezért azt a megol­
dást választjuk, hogy a 0 pont vektorpotenciáltjának 
számitása előtt lineáris interpolációval határozzuk
meg A2 értékét. Ehhez a 0 és 2’ pontban az előző iterá­
cióban felvett értékeket használjuk fel.
Megjegyezzük még azt is, hogy mivel a palástnál a villa 
mos vezetőképességének ugrásszerű változása van, a /80/ 
egyenletben 'jf-t a /35/ képlet szerint kell figyelembe 
venni.
c./ Iteráció
A differencálegyenleteket pontiterációval oldjuk meg. 
Ennek során sugárirányban haladva először a rudban 
számolunk /80/ szerint, majd a. rúdon kivül /81/ szerint 
Ez utóbbi a transzformáció miatt természetesen azt je­
lenti, hogy a Ç változót tekintve ugyancsak a rúdon 
belül számolunk.
A tapasztalatok azt mutatták, hogy a villamos vezető­
képesség hely szerinti változása - a hely szerint vál­
tozó hőmérsékleteknek megfelelően - igen kedvezőtlen 
hatást gyakorol az iterációra; az /51/ alapján számolt 
spektrális rádiusz ingadozik, a konvergencia nem kielé-
gitő. Ezért az eljárás stabilizálására és a konvergen­
cia gyorsítására a következő módszert alkalmaztuk:
A normák hányadosa /51/ szerint akkor adja /с helyes
értékét - amivel со ,-t számíthatjuk - ha az iteráci-o p Т»
ós mátrix /g(co)/ legnagyobb sajátértéke dominál, 
vagyis ha a legnagyobb és az utánakövetkező sajátér-
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ték hányadosának maximuma van. Az az оо érték, amelynél 
ez bekövetkezik /cog/, és oo0p^ között Carré a követ­
kező összefüggést találta Ы  :
00s /86/
Ennek megfelelően az iterációs folyamatot úgy befolyá­
soljuk, hogy először со -nek minél pontosabb értékeо
álljon elő, majd az ekkor kapott co -ból számitjuk
co , tényleges értékét, o pu
Mindezek kivitelezéséhez a program minden iteráció
végén kiszámitja A. közelitő értékét /51/ szerint, de
kiértékelése előre megadott számú /N^/ iteráció után
történik. Ekkor kiszámit juk K. ., co + feltételezett<]
értékeit, majd ebből /86/-nak megfelelően co' -t. AzО
iteráció ezzel a relaxációs tényezővel folytatódik, 
aminek eredményeként újabb iteráció után a normák 
hányadosaként / /51/ képlet/ /Cw -nak a valósághoz
közelebb eső értékét nyerjük. Ez az eljárás folyta­
tódik addig, amig oo0 változása elfogadhatóan kicsinyО
nem lesz, amikor is /См a normák hányadosaként, /С 
és ooQp^  pedig az /55/ illetve /56/ képletekből pon­
tosan meghatározható.




A vektorpotenciáleloszlás ismeretében minden pontban 
meg lehet határozni a hővé váló elektromágneses ener­
Itt a villamos vezetőképesség az illető pontban,
Cd = 2 ТГ f pedig a generátorfeszültség körfrekvenciáját 
jelenti.
A módszerek alkalmazása során szerzett numerikus tapasz
tálatokat, valamint az eredményeket a 6. fejezet ismer­
teti.
5. Az összetett hővezetési és elektromágneses probléma
Az eddigiek ismeretében meg lehet tervezni a nagyhőmérsék- 
letü szilíciumban kialakult elektromágneses és hőmérsékle­
ti tér számításának folyamatát.
A számitás egy kezdeti hőmérsékleteloszlásból indul ki, 
amelyet az egyszerűség kedvéért úgy választunk, hogy a 
rúdon belül sugár irányban nem változik a hőmérséklet, te­
hát minden pontban az adott magassághoz tartozó palásthő­
mérséklettel egyezik meg. A kezdeti hőmérsékleteloszláshoz 
kiszámítjuk a 2.b/ fejezet szerint a kezdeti hővezetőké- 
pességeloszlást. Ezekkel a kiinduló értékekkel és a hő­
forrás sűrűséget mindenütt nullának véve történik a hőmér­
sékleteloszlás számítása a rúdon belül a 3./ fejezetben 
leírtaknak megfelelően. Az eredmény egy minden pontban 
változó hőmérséklet, amelyhez tartozó hő és villamos-ve­
zetőképességeket a 2./ fejezet összefüggései adják.
Ezután következik a vektorpotenciálelcszlás számítása a
4 ./ fejezet szeriírt, miközben felhasználjuk az előbbi vil­
lamos vezetőképesség eloszlást. A vektorpotenciálok ki-




induló értékei mindenütt nullák. A vektorpotenciálelcsz- 
lásból adódik azután minden pontban az ott felszabaduló 
elektromágneses energia a /87/ képlet szerint. Ez az ener 
giasürü3ég /р/ egyúttal a hőforrássürüség /q/, - megfele 
lő mértékrendszerben szászerüleg is - amely a hőmérséklet 
eloszlást a továbbiakban befolyásolja.
A hőforrássürüség meghatározása után tehát újra indul a 
hőmérsékleteloszlás számitása, most már az uj p, К érté­
kekkel. Ezt követi a vezetőképességek korrekciója és a 
vektorpotenciái újbóli számitása.
Az összetartozó hőmérséklet és vektorpotenciáleloszláshoz 
úgy jutunk el, hogy a fenti eljárást folytatjuk addig, 
amig két egymásútáni számitásban a hőmérsékletek és a 
vektorpotenciálok - adott pontossággal - meg nem egyeznek 
egymással.





Az előző fejezetben leirtak alapján megszerkesztett számi­
tógép programot FORTRAN nyelven a melléklet tartalmazza.
A konvergencia sajátságok megismerésére, és igy a megfe­
lelő iterációs eljárás meghatározására numerikus kísérlete­
ket végeztünk. A tapasztalatok azt mutatták, hogy a nem­
lineáris hőmérsékleteloszlás számításánál egyenletes és 
elegendően gyors konvergenciát biztosit az állandó relaxá­
ciós tényezővel végzett pontiteráció. 00= 1,2-t alkalmaz­
va a spektrális rádiusz 0,96-nak adódik. Az iteráció be­
fejezésére azt a feltételt választottuk, hogy a hőmérsék­
letek átlagos változása tizedfokon belül legyen:
Z L / k /  m/k-1/ilxi xi----------------  < 0,1
N
ahol N a csomópontok száma. Ez, mivel a legkisebb előfor­
duló hőmérséklet is T = 300K° , azt jelenti, hogy a hőmér­
sékletek változása már kisebb, mint 0,33 ezrelék. Az iterá­
ció gyorsaságát az mutatja, hogy e pontosságot is legfeljebb 
32 iterációs lépésben elérte a számitás.
A numerikus kisérletek a vektorpotenciáleloszlás esetében 
arra a meglepő eredményre vezettek, hogy az iterációs mát­
rix spektrális rádiusza gyakorlatilag valós szám, annak 
ellenére, hogy A komplex értekeiből lett számolva az /51/ 
összefüggés alapján. CO = 1 esetében pl. £ = 0,982 - j 0,0005» 
Ennek megfelelően az optimális konvergenciagyorsitó ténye­
zőt is a valós számok közt kerestük. A különböző konvergen­
ciagyorsitó tényezővel végzett kisérletek szerint az iterá­
ciós folyamat konvergencia tulajdonságai az előbbinél 
rosszabbak. Kis со esetén a konvergencia lassú //Ç túl nagy/ 
nagyobb со -nál pedig egyre erőteljesebb ingadozások lépnek 
fel. Mindez jól látható a 17» ábrán ahol a
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Ei j/k/ . y/k-l/Ei /к-l/ _ ,/k-2/Ai Ai
tört viselkedését ábrázoltuk az iteráció számának (k) függ­
vényében, különböző со mellett.
17•ábra
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Az emlitett hátrányok kiküszöbölésére - az iterációs fo­
lyamatnak stabil lefutást és ugyanakkor nagyobb konvergen- 
cisebességét biztosítani - a 4* fejezetben leirt módszert 
alkalmaztuk. A á. illetve со kiértékelésének periódusa 20 
iteráció volt. A £ spektrális rádiusz változásából, ami a 
17* ábraán szintén fel van tüntetve - megállapítjuk, hogy 
az iteráció lefutása az előzőeknél kedvezőbb. Az iteráció 
befejezéséhez a
á ° - 001lAW
feltételt választottuk.
Az egymásután következő hőmérséklet és vektorpotenciálel­
oszlás számítások eredményeként /16. folyamat-ábra/, arai­
kor tehát egyidejűleg teljesül az emlitett két feltétel, 
kapjuk a végleges hőmérséklet és vektcrpotenciáleloszlást 
/kiszámításához CDC 3300-as számitógépnek 17 percre van
szüksége/. Ennek jellemzésére a 18. ábra a fizikai kiértéke 
lés szempontjából lényeges, tengelyben adódó hőmérséklet­
eloszlást mutatja, valamint a rudba hatoló elektromágne­
ses energia sűrűségét a felületen. A 19» ábrán ugyancsak 
az energiasürüség látható a tekercs sikjában sugárirányban, 






A 18. és 19. ábrán bemutatott függvények jól jellemzik a 
rudban kialakuló elektromágneses és hómérsékleti viszo­
nyokat. A kiértékelés szempontjából mégis az bir különös 
jelentőséggel, hogy az elrendezés konstrukciós adatai /ge­
ometriai méretek, áramerősség, frekvencia/ a programban 
könnyen változtatható bemenő adatok, igy a végeredményt 
jelentő eloszlások ezek függvényében vizsgálhatók. Meg 
kell jegyeznünk, hogy ez az összefüggés nem olyan szemléle­
tes mint egy analitikus megoldás esetében, ahol is függ­
vénykapcsolatokkal lehet leirni, mig a számitógépes mód­
szernél uj kiindulóadatok esetén az egész számítást meg kell 
ismételni. Ezt azonban ellensúlyozza az a tény, hogy 
számitógépes módszerekkel a tárgyalható problémák köre je­
lentősen kibővül az analitikusan tárgyalhatókhoz képest.
Befejezésül utalni szeretnék arra, hogy a bemutatott fizi­
kai probléma két irányban is általánosítható.
Egyrészt a hőmérséklethatároknak az olvadáspont fölé való 
emelésével a fázisátalakulás viszonyát is figyelembe lehet 
venni az I.2/d fejezet szerint, másrészt a környezet és a 
rúd termodinamikai kölcsönhatásának figyelembevételével 
/1.2/Ъ/ a palást hőmérsékleteloszlásának mérése /ami az 
olvadáspont környékén már sok nehézséget vet fel/ elhagy­
ható.
Az anyagjellemzők olvadáspont környékén történő változása 
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